NEWTON, FEYNMAN et le probleme inverse

RESUME

Nous rappelons tout d’abord les définitions etlques éléments des problémes direct
et inverse de KPLER traités par NNWTONdans les premiéres sections des Principia. Puis,
apres avoir repris quelques propriétés de I'ellipaeus exposons dans le détail, la solution
géomeétrique de EYNMAN au probleme inverse. Nous proposons ensuite urtee au
démonstration géométrique qui utilise des transtiroms géométriques élémentaires et la
podaire de la trajectoire par rapport au centre desces.

INTRODUCTION

Une publication relativement récentel. & mouvement des planétes autour du soleil.
Le cours perdu de Richard EYNMAN » [1], qui n’est autre que la traduction en fraaghun
petit ouvrage écrit a partir d’enregistrements etnites d’'un cours oublié deEYAMAN
datant de 1964, suggere de revenir — tres partiele! — sur les travaux, en mécanique,
d’'lsaac NEWTON.

1. LES PRINCIPIA

Dans lesPrincipia, appellation abrégée en latin Beincipes mathématiques de la
philosophie naturelle[2], NEWTON expose sa théorie du mouvement des corps et sa
conception du systeme du monde. L'ceuvre, immersseq €origine de la science moderne
dont elle a posé les fondements et fixé les méthddepremiere édition des trois livres qui la
composent date de 1687 ; les deux éditions suisantesortiront en 1713 et 1726 refleteront
I'évolution de la pensée de Newton sur certainesstijons, I'approximation circulaire par
exemple, présentée récemment dans le BUP [3]. Rappgue lelivre | est consacré aux
lois et a des propositions générales sur le mounemes corps ; leivre Il considere le
mouvement des différents corps dans des milieuistadds ; enfin, leLivre Il traite du
systéme du monde.

Ces ouvrages ont été précéedeés par une série ¢ tpaties dont le titre commun est
De motu (« Sur le mouvement »). Ce sont des versionssiraplifiées desPrincipia — les
premiers manuscrits contiennent seulement quad@émes et quatre problémes — qui seront
corrigées et considérablement enrichies de 16838& four aboutir aux presque deux cents
propositions sur plus de cing cents pagesRiegipia.

La lecture dedrincipia est ardue. lls sont tellement difficiles a abordae méme
FEYNMAN n’a pas hésité, pendant le cours « perdu » es @wair exposé la démonstration de
la loi des airegProposition 1) a reconnaitre devant ses étudiants qu’il n’apa#f réussi a
suivre plus loin 'argumentation deEM/TON. Sans doute, ce prix Nobel de physique ne s’est-
il pas donné le temps de comprendre et approfdeslipropositions suivantes. Il n’a pas eu
non plus la chance de pouvoir disposer des édagnients apportés par des publications
telles que celle d’'un autre prix Nobel de physjgBabrahmanyan KANDRASEKHAR. Ce
dernier a repris dans un beau livrdlewton’s Principia for the Common Reader [4], avec
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des termes et une présentation modernes, de noselrdémonstrations desincipia. Les
caractéristiques de l'une d’elles gl%roposition X y sont qualifiées d’étincelantes mais
obscurcies par le style « jamésieft’>de NewTON dont les développements mathématiques
sont écrits en prose continue. Cette remarque qlcertainement une telle reprise quasi
exhaustive des Principes Mathématiques et ce désiles rendre accessibles a tous les
lecteurs non spécialisés.

2. NEWTON ET LE PROBLEME DIRECT

Dans leLivre I, NEWTON commence par donner la définition de quelguesdgars
physigues : masse, quantité de mouvement, forceyantale poser ses trois lois ou axiomes
du mouvement complétés par six corollaires :

» Principe d’'inertie: tout corps persévere dans I'état de repos omalévement
uniforme en ligne droite dans lequel il se trou&emnoins que quelque force n’'agisse sur
lui, et ne le contraigne a changer d’état ;

» Loi de la dynamique les changements qui arrivent dans le mouvememt s
proportionnels a la force motrice, et se font danliggne droite dans laquelle cette force a
été imprimée ;

» Principe d’action et réaction I'action est toujours égale et opposée a la
réaction ; c’'est-a-dire, que les actions de deugsbun sur I'autre sont toujours égales, et
dans des directions contraires.

L’importance du premier corollaire justifie le ragmle son énonce :

» Corollaire 1: un corps poussé par deux forces parcourt, pas laations
réunies, la diagonale d’'un parallélogramme dansméne temps, dans lequel il aurait
parcouru ses cotés séparément.

Puis l'auteur présente le calcul des fluxions anéthode des premieres et dernieres
raisons » qu'il utilise fréquemment dans « tout getrage » et qui s’apparente au calcul
difféerentiel mais dans le domaine géometrique. 'dittaque ensuite a la résolution du
probléme qui, selon la terminologie ancienne, egueiir auxvii °" siécle, est qualifié de
«direct ».

Il s’agit de trouver la loi de force centrale empaissant le mouvement du corps attiré
vers le centre de force. Le probleme direct dePIcR concerne, plus précisément, les
planetes dont on connait le mouvement par les tmss qu’il a établies a partir des
observations deYicHO BRAHE et qu'il est utile, pour la suite, de rappeler :

AVERTISSEMENT
Les pages 3, 5,8 a 10, 12,13,16 et 17 sont indibfes. Contacter l'auteur.

Cet article a été publié dans Bup (Bulletin de I'Union des Professeurs de physique
et chimie) n° 965 de juin 2014.

(1) Du nom du romancier anglais d'origine améneadienry JAMES.
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Ces différentes étapes divre Premiersont a situer dans la démarche générale de
NEWTON qui cherchait a répondre a la question que luieangosée successivemend®KE
puis HALLEY, ce dernier, au cours d'une visite a Cambridges Vemilieu de I'année 1684,
lui ayant demandé : « Quelle serait a son aviolabe qui serait décrite par les planetes en
supposant que la force d'attraction vers le sastl réciproque au carré de leur distance a
celui-ci. » En réponse, BWTON lui avait adresse€, en novembre de la méme anmegxte
qui est considéré comme le premier exemplairddumotudont on sait qu'il constituait le
noyau initial de$rincipia.

En realité,De motucomme les premieres propositions @Redcipia, en donnant la
solution du probléeme direct ne répondent pas vrmainaela question posée qui est celle du
« probleme inverse» de KEPLER c’est-a-dire retrouver la loi des ellipses et splu
généralement des coniques en partant de la fonteaeent/r.

3. NEWTON ET LE PROBLEME INVERSE

Ce passage de la loi de force a la trajectoireimstentreprise beaucoup plus difficile
que le probléme direct. Il est en effet plus ais&alsonner sur la trajectoire connue que de
construire I'objet géométrique a partir de la leifdrce.

NEWTON aborde cette question a plusieurs reprises mas \saiment convaincre de
nombreux auteurs. Ce qui a donné lieu a d’interblesadébats, qui se poursuivent encore
aujourd’hui, pour savoir si oui ou non il avait hieépondu au probléme posé. Plusieurs
raisons expliquent les doutes soulevés par lesxiéfis de BMWTON a ce propos. Nous en
donnerons quelques exemples empruntés aux étudksigdistoriens des sciences.

FrancoisDE GANDT, dans son étude du probleimeerse [7] cite Jean BRNOULLI
qui, dans une lettre aEIBNIZ, remarquait que la réciproque dePleoposition X: « La force
est donc comme la distance du corps au centreetipp$e ; et réciproquement, si la force est
comme la distance, le corps décrira, ou une elligget le centre sera le méme que le centre
des forces, ou le cercle dans lequel l'ellipse peat changer. »était affirmée sans
démonstration.

Il remarque également que dan<lerollaire 2 de laProposition LVIII: « Deux corps
qui s’attirent avec des forces réciproquement prtponelles au carré de leur distance
décriront, par les Propositions XI — XIllI, autoue deur commun centre de gravité, et autour
'un de l'autre, des sections coniques dont le fagera dans le centre autour duquel ces
figures sont décrites; et réciproquement si ddeselfigures sont décrites, les forces
centripétes seront réciproguement proportionneldes carré de la distance, ™NEWTON
invoque les propositions solutions du probleme alimmme si elles avaient répondu au
probléme inverse.

Il signale aussi une ébauche de discussion, rewraiu cas des coniques, dans le
Corollaire 1 de la Proposition Xlll et a propos duquel, il faut citer I'article de Beu
POURCIAU [8] qui étudie 'argumentation deEM/TON pour la résolution du probléme inverse
effectuée en quelques lignes de ce corollaire etctle a montrer que la démonstration est
correcte.
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> L’ensemble des centrelgl des cercleq/) passant par un point fixe' et
tangents intérieurement a un cercle f(k¢ de centreF et de rayora, le pointF’ étant
intérieur a(F), est uneellipse (cf. Figure 1).

(F) est lecercle directeuretF etF’ sont ledoyers de I'ellipse.

N étant le point de contact des deux cercles, kamte des centrédF est égale a la
différence des rayoriaN etMN = MF’. D’ou : MF + MF’ = 2a et le nouvel énoncé :

> L’ellipse est le lieu géométrique des points dunglant la somme des distances
a deux points fixes etF’ est constante et égale a une long@eur

Cette deuxiéme définition nous
montre que les pointE et F' jouent le
méme roéle. Par suite, on pourra donner
une autre définition a partir d’'un cercle
directeur(F’) de centrd=" et de rayora,
les pointsM de la courbe étant centres de
cercles passant paret tangents &).

Il résulte également de Ila
définition bifocale que l'ellipse a deux
axes de symétrie : I'axe foc&@F et la
médiatrice dé-F’. Elle a donc également
un centre de symétrie qui est le miliéu
deFF'.

A La distance focal€F’ étant prise
égale &2c, OF = OF' = c. Les points de
_ _ la courbe situés sur les axes de symétrie,
Figure 1: L'ellipse de foyers F et F' et ses A A, B et B' sont lessommets de
cercles principal @) et directeur (F). I'ellipse. Ils sont symétriques par rapport
aO ettels que OA=0A" =aetOB =
OB’ = b. La longueub peut étre exprimée en fonction a@etc puisqueBF = BF’, BF + BF’
= 2a et doncBF = a et d’aprés le théoréme de PythagoRC? = b” = BF* — OF = a® - ¢

Dol : b = va?-c?. Le cercle de diameéteA’, le grand axe de I'ellipse, estdercle
principal ().

Si l'ellipse est l'orbite d’'une planéte, le centde soleil étant situé ek, A’ est
I'aphélie etA le périhélie. Les rayons vecteurs maximal et maligt ayant pour origine le
foyer F sont :FA' = pmax € FA = pnin. Les relation$max + pmin = 28 €t o, = Prmin = 2C SONt

immédiates. Aprés un calcul rapide, on trob¥%e pmax pmin.
2
L’ellipse peut étre caractérisée pampl@rametre pz% et I'excentricité e qui est le

C ;. N
rapport :.e = = < 1 cara est supérieur &
a

Le cercle, cas particulier de I'ellipse, est obtéarsque les foyers sont confondus avec
le centreO ou encore lorsque=e = Q0.
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4.1.2. Propriétés tangentielles.

> Le symétriqueN d’'un foyer par rapport a une tangeitg en un pointM de
I'ellipse est sur le cercle directeur correspondgnit tangente est bissectrice extérieure des
rayons vecteursiF etMF’.

> Le cercle principa(®) est I'hnomologue des deux cercles directébi¥ et (F),
dans les homothéti€f,1/2) et (F’,1/2). Or, le projetéP, deF’ par exemple, sur la tangente
qui est d’apres ce que l'on vient de voir la métiatdeF'N, est 'homothétique dbl dans
I’'homothétie(F’,1/2). Le lieu deP est donc le cercle principal.

De facon générale, lpodaire d’'une courbe par rapport & un point étant le tes
projetés de ce point sur les tangentes a la caabsidérée, la podaire de I'ellipse par rapport
a un foyer est donc son cercle principal (et pelé est Bintipodaire du cercle principal).

4.1.3. Générations tangentielles.

Il résulte des propriétés
précédentes, quef(Figure 2) :

> Premiere génératior /
tangentielle : I'enveloppe de la médiatric
(4) du segmenf'N, ou F' est fixe etN !
décrit un cercl€F) fixe ne passant pas pe
F’, est l'ellipse de foyeF’ et de cercle
directeur(F) ;

1
T
|
|
\

> Deuxiéme génératior
tangentielle : I'enveloppe du c6té libgs) Y
d’'un angle droit dont I'autre coté passe F) .
un point fixeF’ et dont le sommeR décrit s
un cercle fixe(®) ne passant pas p&t, @ 7

est une ellipse de foydf’ et de cercle Figure 2: Premiere et deuxiéme générations
principal (). tangentielles de I'ellipse.

4.2. La détermination des variations de la vitesse

FEYNMAN, comme l'avait fait MwWTON, utilise les deux premiéres lois du mouvement
pour étudier le mouvement de la planéte autouraleilsPour les besoins de son analyse
géomeétrique, il représente donc I'orbite comme sunte de segments de droite dus a l'inertie
de la planétgPrincipe d’inertie)interrompus par des changements de diredlion de la

dynamique)ésultant de I'action de la force d'attractindu soleil.

Bien entendu, tous les résultats d@taposition Is’appliquent : I'orbite est plane, son
plan contient le centre du soleil et les surfacday®es par le rayon vecteur de la planéte sont
proportionnelles aux temps mis pour les décrire.

Sur laFigure 3, Sreprésente la position du soleilMt, M, M3 et M4 quatre positions
successives de la planéte. Suijt sa vitesse eiM;. Elle atteint le pointM, a l'issue de
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sous-tendus par des angles égaux qui tendent\arsizéro, les deux diagrammes tendent
vers les courbes lisses : la trajectoire réelle pan, le cercle circonscritH) pour l'autre.

En méme temps, nous remarquons qu’au passagenaitis Idu polygone de I'orbite
vers la trajectoire réelle, lorsqi et My (avecN — ) tendent verd/,, les vecteurs vitesse

v, etv, , portés paMiM, et MyM; tendent vers la vitesse instantangeen M (cf. Figure
6), tangente a l'orbite et, par symétrie, perperidicg aSM,.

Retenons également pour la suite qok Kigures 5et6): O'V,=0'V +/ Y, ou
encore :v,=v, +Av, et aprés passage a la limite;, est perpendiculaire @, (qui est alors
identique av,) ou O'V,, c’est-a-dire tangent au cerdl) (et toujours paralléle au rayon

vecteur SMy). Plus généralement, les changements de vitassesont tangents &H) et
paralleles aux rayons vecte8bl de la trajectoire correspondants.

Le cercle (H), qui est le lieu des pointé tels queO'V = v le vecteur vitesse de la
planete, est Hodographedu mouvement par rapport au po®it qu’il ne faut pas confondre
avec le centre du cercle.

Cette notion d’hodographe a été inventée et étyzhé&Villiam Rowan AMILTON en
1846 [14]. C’est lui notamment qui a choisi son nemcombinant les deux mots grecs qui
signifient « chemin » et « décrire ». Il fut au$sipremier a montrer que la loi de force
centrale newtonienne peut étre considérée comnne l&tdoi de I'hodographe circulaire. Et
c’'est cette propriété fondamentale qui va permel@reconstruction géométrique de la
trajectoire.

4.3.2. A partir de la courbe lisse

Nous considérons tout d’abord une portion de lt@bbommencant au périnéd, (cf.
Figure 7). Nous savons qu’en ce point, la vitesse insté@a, a la valeur maximale et est
perpendiculaire au rayon vectesikh (ce qui n’était pas le cas avec le diagramme setfjie
La vitessev, au pointM,, atteint aprés que le rayon vecteur ait tournéatgle 6 est, bien
s(r, tangente a la trajectoire.

Soit un cercle, de centt®y, que nous prendrons pour hodographe du mouvement
étudié. La taille de cette image choisie arbitraigat définira I'échelle de la représentation
des vitesses.

Nous commencerons par représenter la vitegssd.a position exacte de I'origin®’

de I'hodographe n’est pas encore connue. Nous sase@wlement que pour avaVv, = v,,
c’est-a-dire, en particulier, la plus grande diseadeO’ a un point du cercle, il faut qu&'V,
passe par le cent@y. O'V, sera donc porté par la droite perpendiculaiVia et passant par
Oh.

La représentationr0'V, de v,, parallele a la tangente év, a l'orbite, va nous
permettre de place®’. Mais il nous faut situer exactemewi sur le cercle. Ce qui est
immédiat lorsque I'on a réalisé que I'angle au rENl,04V, sur le diagramme des vitesses
est egal a 'angléMSM, = 0 sur le diagramme de I'orbite. En effet, lors dedastruction
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donc bissectrice extérieure des rayons vectél®s; et MO, est bien tangente a I'ellipse en
M.

On arrive ainsi, géométriguement, a partir d’'undgrdphe circulair¢H), de centre
Oy, de rayonRy et dont l'origine est a l'intérieur du cercle, aeuellipse. Un résultat qui
nécessite quelques précisions. Mais on constatendéstenant que le probleme inverse de
KEPLERest résolu géométriguement.

4.5. A propos de la derniére construction de EYNMAN

La derniére étape de la démarche derNMAN, avec une rotation de 90° du
diagramme des vitess@d) et la construction de la trajectoire directemantassus de son
transformégH’) est d’'une trés grande habileté. Elle revient agnele cercl€H’) pour cercle
directeur d’'une ellips€Cy) a laquelle on parvient ainsi sans détour.

Par référence aux notations dé-lgure 2, les foyers d€Cy) sont le centr®’y = F et
I'origine O, = F’. Son cercle directeF) = (H’). Ses grandeurs caractéristiques, évidentes,

imposées par I'hodographe, sont égalesa&% et, 0 étant la distance du cent®y a

I'origine O; ou encore = O'yO, ng'

Nous avons placé le centre des forcesCen La position du périhélied; sur le
diagramme est imposée : il se situe au somia I'ellipse. Il en résulte que cette derniéere
construction induit une nouvelle échelle de reprtg®n des longueurs qui peut étre définie
a partir de la longueur, sur le diagramme, du segn8&Vh. De plus, I'échelle de
représentation des vitesses est inchangée. C'astldmité de temps qui est modifiée, ce qui
n'a aucun impact sur les directions et permet diibca une courbe correcte ou plus
précisément a une ellipse homothétique de I'odbibeigine.

4.6. La nature de la trajectoire en fonction de Igosition de
I'origine de 'hodographe

On considére toujours un mouvement dont I’hodogeagat circulaire. On sait que la
loi de force centrale correspondante est newtoeiesindonc que la trajectoire est une
conique.

Nous venons de voir que si l'origit®@ de I’hodographe est a I'intérieur du cercle, la
trajectoire est elliptique. $)’ est au centre, c’est-a-dire confondu a@gdes deux foyers de
I'ellipse sont confondus et I'orbite est circulaire

Si O’ est sur le cercle ou a I'extérieur, on montre tpdrajectoire est alors une
parabole dans le premier cas, une hyperbole dasectnd.

Sur laFigure 11 par exemple, aux points... V; de(H) correspondent les points
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Mi... M; de la trajectoire.
O'Vi... O'V; sont paralléles aux"
vitesses instantanées en ¢
points et les angles tels qu
[N10nV; et L/M;SM sont égaux.
Le point de contact de la tangen
a (H) menée depui®’ est V. _
OVt est parallele a la vitess------------+ -
instantanéev, en Mr. On sait
également que le changement «

vitesse Av; est tangent &H)

donc paralléle & . En ce point

la direction de la vitesse nc
change donc plus. C’est le poir Figure 11: Construction d'une trajectoire hyperbolique
a linfini dans la direction de dans le cas ou l'origine O’ de I'hodographe (H) edt
'asymptote d'une hyperbole I'éxtérieur du cercle

avec/M;SMr = /N10xVT = aa.

L'extrémité de|v, est plus haut

V4

5. CONSTRUCTION DE LA TRAJECTOIRE A PARTIR DE
L'HODOGRAPHE , mais en placant le centre des forces a
I'origine de I'hodographe

Nous nous proposons de construire géométriquemanttrdjectoire, comme
précédemment, a partir de I’hodographe, mais egaptde centre des forc&sa l'origine O’
et en utilisant la podaif® de I'orbite par rapport au point S. Nous en déshsrune méthode
plus générale de passage de I'hodographe a lattvage

5.1. Le cas genéral
Nous considérons le mouvement d’'un corps (de mégake a l'unité) a accélération
centrale, sans préciser I'expression de la fdd@st le centre attractifCr) est la trajectoire et

(H) 'hodographe par rapport au cen8écf. Figure 12).

SM étant le rayon vecteur et le vecteur vitesse instantanée Mn le moment
angulaire est égal a :

C = SMxv )

et sa dérivée par rapport au temps,

—_— M —_— 2 SM —
%(SM x@) = SM x%:o puisque I'accélération et le rayon vecteur

sont colinéaires. On en déduit gGeest constant, perpendiculaire aux rayons vectugsie
le mouvement est plan (on écarte le @as 0 qui correspond & un mouvement rectiligne). On

(4) Les podaires, bien que tres utilisées par $sfanotamment parBWTON, ont été un peu perdues
de vue au cours des cinquante dernieres années.
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Les parametres d€r) dépendent des conditions initiales a travers testzmteC et de
I’'hodographe avec le raydR, et J.

Remarquons de suite qu’au poifitsur I'hodographéH), correspondent les poinks,
P et M sur respectivemerfH’), (Cp) et I'orbite (C1) avec le vecteur vitesse enM égal a

SV.

Il en est de méme avec les poiwisV'; sur(H’) etA qui est a la fois sUCp) et (Cy),
le vecteurSV, étant égal a la vitessg enA = My qui est le périhélie et oll nous savons que
la vitesse est maximale : SM =VvVi=Vnax=Ry + 9 (4).

Le moment angulaire peut se calculer en ce poiht= SM, xv, ou encore, puisque
v, est perpendiculaire &M, : C = SM; x v; (5).

On a de la méme facon, la vitesse minimale au @oiqui est I'aphélie :
Vmin = Ry — 6 et, bien évidemmemnax + Vimin = 2R4 (6).

La puissance dé& par rapport au cercléH’), égale a la puissance par rapport a
I’'hodographe, est égale a :

Ps = — Vmax: Vmin = — RHZ —52) (7).
\ C C
D'ou : A=—="—F 8).
1 Pq R|_|2 _52 ( )
Le demi-grand axa est égal au rayon du cercle princif@p), et avec la relation (3) :
__CR,
RS ©)

La distance focale est égale &Q O étant le centre dgCp), image deD’y centre de
(H’). Sachant qu80} = SQq, on en déduit :
Co

%z Al' SQ—I et C:W (10)

Enfin, b=a-¢& = % (11).
R?-0
2

L’excentricité e = et le paramétrep = b (12).
a

9 <
R R

oo

CONCLUSION

Nous venons de construire l'orbite d'un mouvemé&aplérien a partir de son
hodographe en utilisant des transformations gédmués élémentaires et en passant par la
podaire par rapport au centre des forces.

Nous disposons ainsi d’'une méthode géométriquetrgin qui a l'avantage de
conduire immédiatement a la trajectoire réelle tarement a la méthode deMAN.
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